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Revista de Investigaión de Físia 13, 101302751 (2010)El método de Monte Carlo y la soluión de la euaión de transfereniaradiativaMariella Berroal Tito*, Carlos E. Velasquez Cabrera y Raul Carita MonteroFaultad de Cienias Físias, Universidad Naional Mayor de San Maros, A.P. 14-0149, Lima 14, PerúReibido 24 mayo 2010  Aeptado 20 diiembre 2010El paso de la radiaión que atraviesa un medio donde ourren los fenómenos de absorión, dispersióny emisión, es modelado por la euaión de transferenia radiativa (ETR). Para medios puramenteabsorbentes, el fenómeno de dispersión es despreiado reduiendo la ETR a una euaión difereniallineal, on soluión analítia. Para medios dispersivos, la ETR es una euaión diferenial no lineal, sinsoluión analítia y su soluión es aproximada por métodos numérios determinístios. Monte Carloes un método estoástio, basado en probabilidades y utiliza un generador de números aleatorios parasimular la ourrenia de un evento, en este aso, el paso de la radiaión por un medio. En este trabajose utilizó el método de diferenias nitas junto on el de ordenadas disretas para resolver la ETR enuna dimensión, los resultados fueron omparados on los obtenidos por el método de Monte Carlo.Algunos ejemplos de prueba son presentados, así también los programas utilizados para la soluión deambos métodos en el SiLab.Palabras laves: Euaión de transferenia radiativa, método de diferenias nitas, método de orde-nadas disretas, método de Monte Carlo, SiLab.The Monte Carlo method and the solution of the radiative transfer equationThe radiation pathway through a medium where our the absorption, sattering and emission pheno-ma is desribed by the radiative transfer equation (ETR). For purely absorbing media, the dispersionphenomenon is negleted by reduing the ETR to a linear dierential equation with analytial solution.For dispersive media, the ETR is a nonlinear dierential equation, with non analytial solution andthe solution must be approximated by deterministi numerial methods. Monte Carlo is a stohastimethod based in probabilities and use random numbers to simulate the ourrene of an event, in thisase, the pathways radiation in a partiipating media. In this study, we have used nite dierene anddisrete ordinates methods to solve the ETR in one dimension, the results were ompared with theMonte Carlo results. Test ase results are presented, also the soure ode used for the solution of bothmethods in the Silab.Keywords: Radiative transfer equation, nite dierene method, disrete ordinates method, MonteCarlo method, Silab.En el presente trabajo se pretende ontribuir a laenseñanza de la físia apliada en un tópio de perma-nente interés omo lo es el transporte de radiaión ele-tromagnétia a través de un medio ontínuo. Esta feno-menología es estudiada desde diferentes enfoques omopor ejemplo en físia média[1℄, físia estelar, ingenieríameánia[2℄, transferenia de alor[2℄, astrofísia, tele-deteión[3℄, físia atmosféria[4℄, sensoramiento remo-to. Los fenómenos de absorión y sattering produidosen un medio son denominados propiedades radiativas
de un medio y proporionan informaión importante so-bre la omposiión y dinámia del mismo. El oeientede absorión puede disriminar diferentes omponentesromóforos, partíulas que absorben radiaión eletro-magnétia de una determinada longitud de onda y queson responsables de las sustanias de oloraión de unmedio. El oeiente de sattering puede ser usado pa-ra araterizar la forma, el tamaño y la onentraiónde los diferentes omponentes de sattering presentesen el medio[5℄. Por motivos estritamente pedagógios,*mabet99yahoo.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I = I(r, E, Ω̂, t)
σt = σt(r, E, Ω̂, t) σt = σs(r, E
′ → E, Ω̂, t)
S = S(r, E, Ω̂, t)donde I es la intensidad de la radiaión, σt es el oe-iente de extinión total dado por σt = σs + σa, siendo











l = 1, 2, 3, . . . , L0; 0 ≤ x ≤ L y − 1 ≤ µl ≤ 1donde x es la variable espaial, µl es el oseno de ladireión l on el eje x, wl es el peso de la uadratu-ra asoiada a la direión l, L0 es el número total dedireiones en que se divide el dominio angular de laradiaión, l india una direión.La Fig.1, representa el problema físio a resolver enuna plaa larga de espesor Lx, mientras que, la Fig.2muestra la posiión de la fuente de intensidad Ib y dosdetetores, uno de reexión, Dr y el otro de transmisión
Dt.
Figura 1: Medio en una dimensión.
Figura 2: Posiión de la fuente y los detetores.Soluión analítia de la ETRLa E.(2) es una euaión diferenial no lineal queno tiene soluión analítia. Pero, en el aso de que elmedio fuera muy absorbente σs puede ser despreiado,entones se obtiene[7-9℄
dI
dx
+ σaI(x) = 0 . (3)La soluión analítia para la E.(3) está dado por
I(x) = I(0) exp[−σax] (4)donde I(0) es la radiaion inidente.El método de Monte CarloBajo el nombre de método de Monte Carlo se agru-pan un onjunto de proedimientos que analizan dis-tribuiones de variables aleatorias tratando de simularuna experienia real. La importania atual del métodoMonte Carlo se basa en que este método da soluióna una gran variedad de problemas físio-matemátiospermitiendo un análisis, a través de simulaiones onmuestreo estadístio en una omputadora, de los ex-perimentos reales antes de realizarlos[10℄. Además, lasapliaiones de este método iniialmente han surgido en
Rev. Inv. Fis. 13, 101302751 (2010) 3las matemátias omo método de soluión para euaio-nes difereniales pariales, integrales multidimensiona-les, matries, redondeo aleatorios y las onoidas eua-iones de Shrödinger y Laplae. Sus apliaiones a-tuales se extienden a diversos ampos ientíos y té-nios tan variados omo la físia estadístia, biologíamoleular[11℄, genétia [11℄, redes de informaión, te-leomuniaiones y nanzas[10℄. La apliaión en usosespeíos[12℄ se uenta a los álulos de la magnitudde emisiones de rayos ósmios, tamaño rítio de losreatores nuleares, difusión y movimiento browniano,difusión de líquidos a través de sólidos, propiedades deretíulos polimérios, araterístias de los reipientesneesarios para el transporte de neutrones, y dos aplia-iones de reiente interés tienen relaión on las téniasradiográas y on la obtenión de materiales polimé-rios para apliaiones biológias.La prinipal desventaja del método de Monte Carloes la lentitud on la que onverge. La rapidez de on-vergenia depende de la relaión σ/√M , donde σ es lavarianza y M el número de trayetorias. Para aelerar laonvergenia se disminuye el valor de σ o se inrementael número de trayetorias. Al inrementar el número detrayetorias se inrementa el tiempo de álulo ompu-taional y el uso de generadores de números aleatoriosmás sostiados de modo que las seuenias numériassean de baja disrepania.El método de Monte Carlo no resuelve explíita-mente la ETR. La interaión de la radiaión on lamateria es probabilístia, σa está relaionada a la pro-babilidad del material de absorber una partíula y σs ala probabilidad de esparirla, sattering. El método deMonte Carlo simula explíitamente el fenómeno físio,siguiendo a las partíulas individuales desde su reaiónen una fuente hasta el término de su historia ya sea alser absorbido o esparido por el medio y reogido porel detetor de salida[12℄.Considerando un medio isotrópio, en ualquierpunto del medio se umple que:1. La partíula que es absorbida, no es esparida,por tanto se termina su historia.2. La partíula esparida, que no es absorbida, ellapuede ser esparida en diferentes ángulos. La pro-babilidad que la partíula sea esparida haia ade-lante, será la misma que sea esparida haia atrás.El programa para los álulos respetivos está en elapéndie al nal del artíulo.Soluión de la ETR on el método de di-ferenias nitas y de las ordenadas nitasEl dominio espaial es dividido en imax intervalos re-gulares de longitud ∆x, ada intervalo es denominado
segmento espaial Ei, ver Fig.3, i india un segmentodentro del dominio espaial. La longitud total del me-dio, Lx, es igual a Lx = ∆xImax.
Figura 3: Disretizaión del domínio espaial.Considerando los ujos Iwi e Iei en los puntos defrontera del segmento Ei omo se observa en la Fig. 4,la variaión de la intensidad ∆I en Ei, puede ser alu-lada, así omo la intensidad Ii en el entro de ada Eide la forma





Figura 4: Aproximaión por diferenias nitas.La disretizaión del dominio angular, Fig. 5, es he-ha en las direiones Ωl alrededor del eje x, ella esrepresentada por los osenos diretores µl y sus respe-tivos pesos wl on l = 1, 2, . . . , L0. En la tabla 1, el valor
µl está dentro del intervalo −1 ≤ µl ≤ 1. Entones elvalor positivo o negativo de µl desribe dos uadrantes,Fig.6, en los uales la radiaión puede ser propagada oesparida[13,14℄.
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+ σl,iIl,i = µl
Iel,i − Iwl,i
∆x
+ σl,iIl,i = Qi. (6)Proedemos a alular el valor de Il,i para ada ua-drante, omenzando on el Cuadrante I tenemos que
Il,i va a ser desde Iw a Ie, luego de la E.(5) tenemos





l = 1, 2, . . . , L0 i = 1, 2, . . . , imax .Considerando las ondiiones de frontera entre loselementos de áreas adyaentes, tenemos que si
i < imax entones Iwl,i+1 = Iel,i . (9)Punto Ordenadas PesosNúmero µl wl1 0.1372719 2.01222 0.5046889 2.10713 0.7004129 0.59904 0.8523177 1.18725 0.9809754 0.37786 -0.1372719 2.01227 -0.5046889 2.10718 -0.7004129 0.59909 -0.8523177 1.187210 -0.9809754 0.3778Tabla 1: Disretizaión angular.
Figura 6: Cuatro uadrantes desritos por los osenos di-retores.Cuadrante II para µl, tenemos que Il,i va desde Iea Iw, luego obtenemos tres euaiones análogas al ua-drante I, dados por














l = 1, 2, 3, . . . , L0El programa que orresponde a este método estádisponible en un apéndie al nal de artíulo.ResultadosApliamos los dos métodos menionados anterior-mente en tres asos que enumeramos a ontinuaión.Ejemplo 1 Se onsidera un medio homogéneo de 10m de longitud on la geometría de la Fig. 2, on unafuente de luz de I0 = 10, 000 fotones en un extremo yun detetor de fotones en el otro. La tabla 2 muestrael número de partíulas que llegan al detetor, alula-do a través de una soluión analítia, numéria y porel método de Monte Carlo, para un medio absorbentepuro on diferentes valores de σa.
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tados
σa Analítia Numéria Monte Carlo90440.01 9048 9048 9025905560780.05 6065 6007 6010602436530.1 3679 3607 3731367013210.2 1353 1299 13201330680.5 67 59 626060.8 3 3 54Tabla 2: Resultados obtenidos simulando el ejemplo 1.La tabla 3 muestra los resultados de la soluión nu-méria y el método de Monte Carlo, para un medio ondiferentes valores de σs y σa.Número de fotones en el detetor
σa σs numério Monte Carlo560.5 0.01 54 755923540.1 0.05 2328 238823585740.2 0.1 524 6045722420.2 0.2 209 248239380.1 0.5 38 424050.05 0.8 4 32Tabla 3: Resultados del ejemplo 1 on absorión y espar-imiento.
Ejemplo 2 Para un medio heterogéneo formado portres apas, de modo que los extremos tienen las mismaspropiedades y son diferentes a la del medio, Fig. 7. Sepresenta los ujos de los fotones obtenidos al atravesarel medio mapeando las trayetorias en ada entímetrode las mismas, Fig. 8, estos resultados fueron alula-dos on el método de diferenias nitas, de ordenadasdisretas y el de Monte Carlo. En la Fig. 9, se muestrala evoluión del ujo de fotones respeto a las traye-torias reorridas alulado por el método de difereniasnitas y ordenadas disretas por ada iteraión.Ejemplo 3 El sistema es el mismo del ejemplo 1, unmedio absorbente puro, el problema se resuelve on nú-meros de historias, NH, diferentes. Los resultados mos-trados en la table 4 se usaron NH iguales a 104, 105, 106y 107. La Fig. 10 muestra el tiempo de álulo ompu-taional.
Figura 7: Medio heterogéneo onsiderado en el ejemplo 2.








«2 (14)donde e india el valor alulado en ada ejeuión delprograma por el método de Monte Carlo y E es el nú-mero total de ejeuiones para el alulo del EP.
6 Rev. Inv. Fis. 13, 101302751 (2010)En la Fig.11, se presenta el error porentual ua-drátio medio para el detetor situado a la salida deun medio on σa = 0.8, alulado para 4 ejeuionesdel método de Monte Carlo, φe,calculado on diferentesvalores de NH, en relaión a la soluión analítia, valorexato. Se onsidera que E = 10 para ada valor deNH. De la Fig.11 se observa una relaión entre el EP yel número de historias dada porEP = 1500/√NH
Figura 9: Aproximaión de la soluión en el ejemplo 2, pordiferenias nitas en ada iteraión.
Figura 10: Tiempo de álulo omputaional para diferen-tes valores de NH.
Figura 11: Error porentual para diferentes valores de NH.AgradeimientosLos autores agradeen al profesor Máximo Poma To-rres por las sugerenias brindadas para la realizaión deeste trabajo.ConlusionesLos programas presentados en este trabajo fueronrealizados en el SCILAB, un software desarrollado porel Institut national de reherhe en informatique et enautomatique, INRIA, de Frania[15,16℄.En el método de Monte Carlo la probabilidad deque la partíula retroeda o avane por sattering enun medio isotrópio es la misma. Para determinar laprobabilidad por sattering haemos una aproximaión,presentada en el programa 1, que proporiona buenosresultados.Los resultados obtenidos por el método de MonteCarlo y el método numério son similares. Lo ual nosindue a ontinuar el análisis en dos dimensiones y re-solver problemas de tomografía óptia[17℄ en futurostrabajos.
σa Soluión Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo Monte Carloanalítia NH= 104 NH= 105 NH= 106 NH= 1070.01 9048 9044 9025 9055 9057 9062 9065 9048 9049 9047 9048 9049 90490.05 6065 6078 6010 6024 6076 6092 6041 6068 6065 6078 6066 6067 60650.1 3679 3653 3731 3670 3667 3676 3667 3689 3679 3682 3679 3678 36820.2 1353 1321 1320 1330 1353 1343 1351 1353 358 1352 1354 1353 13530.5 67 68 62 60 66 71 68 66 68 69 67 68 670.8 3 6 5 4 3 3 2 3 3 4 3 3 3Tabla 4: Resultados alulados para el sistema del ejemplo 1.
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esPrograma usando el método de Monte Carlo.lear; //problema de la radiaión en un medio absorbente y esparidor (sattering)NH = 100000; //número de historiasLx = 10; //longitud del dominio del medio de una dimensión en entímetros//oefiiente de absorión, en ada m, que forma el medioa=[0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1℄;//oefiiente de dispersión, en ada m que forma el medios=[0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1℄;P1 = 0.0321-0.1/(4*3.1416)*(1.0-s+x^2/2-s^3/6+s^4/24-s^5/120); // probabilidad de retornoP2 = 1-exp(-a-s)-P1; //probabilidad de pérdida + retornoDe1 = zeros(Lx,1); //detetor para el flujo transmitidoDe2 = zeros(Lx,1); //detetor para el flujo dispersadofor i = 1:NHE = 1; H = 0;while H==0n = rand();if E==Lx & n>P2(E) then De1(E) = De1(E)+1; H = 1;elseif E>1 & n<=P1(E) then E = E-1;elseif E<Lx & n>P2(E) then E = E+1;else H = 1; De2(E) = De2(E)+1;end;end;end;De1(1)=NH-De2(1);for i=2:Lx-1De1(i)=De1(i-1)-De2(i);endxgridxo=[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10℄;yo=[NH De1(1) De1(2) De1(3) De1(4) De1(5) De1(6) De1(7) De1(8) De1(9) De1(10)℄;plot2d(xo,yo);Programa usando el método de diferenias nitas y ordenadas disretas.lear;Lx = 10; // longitud del mediono = 20; vx = Lx/no; // número de intervalos, variaión en xlo = 10; // disretizaión angular, um osenos diretores, w peso de ada osenoNH = 100000; // fuenteum = [0.1373,0.5047,0.7004,0.8523,0.981,-0.1373,-0.5047,-0.7004,-0.8523,-0.981℄;w=[1.0061,1.0536,0.2995,0.5936,0.1889,1.0061,1.0536,0.2995,0.5936,0.1889℄;itemax = 20; // iteraión máxima//oefiiente de absorióna=[0.1 0.1 0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1℄;//oefiiente de satterings=[0.1 0.1 0.1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1℄;B = a+s; // oefiiente de extinión total//Iniializando los datosQt = zeros(no,1); // Ganania por dispersiónlw = zeros(no,1);le = zeros(no,1); //las fronteras oeste y estel = zeros(no,1); //flujo en el entro de ada elemento de líneafor int = 1:itemaxDe1 = zeros(no,1); //Detetor para el flujo transmitido
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tor para el flujo dispersadoQ = zeros(no,1);for iu = 1:lolw(1) = NH;le(no) = 0;if um(iu)>0 thenfor i = 1:nol(i) = (vx*Qt(i)+(2*lw(i))*um(iu))/(2*um(iu)+vx*B(i));if l(i)<0 then l(i) = 0; end;le(i) = 2*l(i)-lw(i);if i<no then lw(i+1) = le(i);end;Q(i)= w(iu)*l(i)+Q(i);end;De1 = le;elseif um(iu)<0 thenfor i = no:-1:1l(i)= (vx*Qt(i)-(2*le(i))*um(iu))/(-2*um(iu)+vx*B(i));if l(i)<0 then l(i) = 0;end;lw(i) = 2*l(i)-le(i);if i>1 then le(i-1) = lw(i);end;Q(i) = w(iu)*l(i)+Q(i);end;De2 = lw;end;end; //fin de las direionesfor i = 1:noQt(i) = (s(i)*Q(i)*0.25)/%pi;end;end; // fin de las iteraionesxgridx=[ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10℄;y=[ NH De1(2) De1(4) De1(6) De1(8) De1(10) De1(12) De1(14) De1(16) De1(18) De1(20)℄;plot2d(x,y)Referenias[1℄ R. Elalou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